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2 GRUNDLAGEN DER QUANTENMECHANIK 2

1 Einleitung

Das Ziel der vorliegenden Arbeit ist es, Vorgidnge und Phinomene in der Quantenmechanik
am Computer in Form von Java Applets! zu simulieren. Bei der Entwicklung der Program-
me wurde sehr auf moglichst hohe Flexibilitdt und trotzdem moglichst einfache und klare
Bedienung geachtet. Zudem stellte die Effizienz der Algorithmen ein wichtiges Kriterium dar.

Zwar existieren bereits recht viele Programme zur Quantenmechanik. Doch gibt es immer
noch eine Fiille an Ideen, die bisher noch nicht realisiert wurden. So findet sich z.B. eine
Vielzahl an Programmen, die die Wellenfunktion eines Teilchens mit Hilfe der SCHRODINGER-
Gleichung darstellen. Jedoch ist die Moglichkeit, das Potential V' (z) interaktiv zu bestimmen,
nur sehr selten gegeben. Falls ein solcher interaktiver Eingang einmal gegeben ist, dann ist er
von mathematischer Form, d.h. das Potential muss in Form einer mathematischen Gleichung
eingegeben werden. Da dies sehr umsténdlich bzw. unter Umsténden iiberhaupt nicht oder
nur mit grofem Aufwand moglich ist, wurde in dieser Arbeit unter anderem ein Programm
entwickelt, in dem das Potential direkt mit der Maus beliebig variierbar ist. Hiermit lassen sich
eine Menge quantenmechanischer Vorgénge sehr schnell und leicht verstdndlich am Computer
nachvollziehen.

Zusétzlich wurde versucht, auch zeitabhéngige und mehrdimensionale Probleme zu simu-
lieren. Die Simulation derartiger Probleme gestaltet sich ndmlich recht schwierig und ist in
nur sehr wenigen Programmen zu finden.

2 Grundlagen der Quantenmechanik

Da sich mit der klassischen Mechanik das Verhalten von kleinen Teilchen, wie beispielsweise
Elektronen oder Photonen, nicht beschreiben lidsst, wurde Anfang des 20. Jahrhunderts die
Quantenmechanik entwickelt. In diesem Abschnitt soll kurz auf die grundlegenden physikali-
schen Hintergriinde dieser Theorie eingegangen werden.

2.1 Superposition von Zustéinden

Ein zentrales Konzept der Quantenmechanik stellt der sogenannte Zustand eines Teilchens
dar. Im Gegensatz zur klassischen Mechanik kénnen aber nicht alle Grofien eines Zustands be-
liebig genau erfasst werden. Beispielsweise lassen sich der Impuls und der Ort eines Teilchens
nicht gleichzeitig genau bestimmen. Teilchen kénnen sich in einer Superposition, d.h. Uberla-
gerung, mehrerer Zustinde befinden. Interessant ist, dass diese verschiedenen Zusténde eines
Teilchens miteinander wechselwirken, wodurch es zum Beispiel zu den beim Doppelspaltver-
such beobachteten Interferenzen kommt. Selbst wenn nur ein einzelnes Teilchen durch den
Doppelspalt fliegt, sind die Interferenzen zu beobachten. Das Teilchen befindet sich also in
einem Superpositionszustand, der die Wege durch beide Spalten umfasst.

Wenn sich nun ein Teilchen in einem Zustand Z befindet, der eine Superposition zweier
Zustinde A und B darstellt, so ist zu beobachten, dass die Resultate z, die sich aus einer
Messung der Variablen V im Zustand Z ergeben, keineswegs ,,Mischungen* aus den Resultaten
a und b sind, die A und B alleine fiir sich? bei einer Messung von V liefern wiirden, sondern
dass sie (die Resultate z) vielmehr immer entweder ganz a oder ganz b sind. Das Teilchen
,Springt* also bei einer Messung von V' im Zustand Z in entweder den Zustand A oder B. Die
Zustinde A und B, oder allgemein alle Zustidnde, in die ein Teilchen springen kann, werden
FEigenzustinde genannt. Die Messresultate a und b bzw. allgemein alle bei einer Messung von
V erlaubten Resultate bezeichnet man als Figenwerte der Variablen V.

!Java Applets sind in der Programmiersprache Java geschriebene Programme, die sich direkt in einem
Browser 6ffnen lassen.
2D.h. ohne Superposition.
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2.2 Indeterminismus und Wahrscheinlichkeitsinterpretation

Dadurch, dass es keine Misch-Ergebnisse von a und b gibt, sondern immer genau a oder b, ist
es nicht moglich, mit absoluter Sicherheit vorherzusagen, welches Resultat eine Messung der
Variablen V im Zustand Z bei einem bestimmten Versuchsaufbau ergeben wird. Es lésst sich
lediglich ,,manchmal ¢ und manchmal b* mit Sicherheit sagen. Auf Grund dieses Ergebnisses
miissen wir den Determinismus, d.h. die Auffassung, dass alles vorbestimmt ist, aufgeben!
Ob das Resultat z nun a oder b ist, ldsst sich lediglich mit einer bestimmten Wahrschein-
lichkeit angeben. So kann beispielsweise der Aufenthaltsort eines Elektrons in einem Atom
fiir jeden Zeitpunkt nicht mehr explizit, sondern nur anhand einer Wahrscheinlichkeitsdichte
P(z) angegeben werden. Diese Wahrscheinlichkeitsdichte ist der BORNschen Wahrschein-
lichkeitsinterpretation zufolge das Absolutquadrat einer Wahrscheinlichkeitsamplitude — der
Wellenfunktion ¢ (x):

P(z) = [y(z)]*. (2.1)

Mit Hilfe der Wellenfunktion (x) lassen sich also Aussagen iiber die Wahrscheinlichkeits-
dichte des Ortes  und somit auch iiber den wahrscheinlichsten Aufenthaltsort treffen. Inter-
essanterweise ist die Wellenfunktion ¢ (x) von weniger Variablen abhingig als die klassische
Bahn eines Teilchens in der klassischen Mechanik. In der SCHRODINGERschen Ortsdarstel-
lung beispielsweise hingt die Wellenfunktion lediglich von der Ortskoordinate und der Zeit
ab, nicht aber von Impulskoordinaten.

Die Wahrscheinlichkeiten |1)(x)|? miissen noch einer einschrinkenden Bedingung geniigen.
Betrachtet man némlich den gesamten existierenden Bereich x = —oo bis £ = oo bzw. den
gesamten erlaubten® Bereich x = x¢ bis © = 1, so erhilt man die Normierungsbedingung,
dass die Summe aller , Einzelwahrscheinlichkeiten“ den Wert 1 annehmen muss,

/ " P)de = 1. (2.2)

Um diese Normierungsbedingung zu erfiillen, wurde an die Programme, die in den néchsten
Abschnitten beschrieben werden, ein kurzer Algorithmus angehéngt, der nach der eigentlichen
Berechnung der Wellenfunktion die Wellenfunktion normiert.

2.3 Heisenbergsche Unschirferelation

Wie bei der Definition von Zustédnden in Abschnitt 2.1 bereits erwéhnt, spricht man nur dann
von einem physikalischen Zustand, wenn kein Wert bzw. keine Eigenschaft gegen ein gelten-
des Gesetz verstofit. Das wohl bekannteste unter diesen Gesetzen ist die HEISENBERGSsche
Unschdrferelation. Sie sagt aus, dass die Information iiber den Ort z eines Teilchens umso
ungenauer sein muss, je genauer die Information iiber den Impuls p dieses Teilchens ist, und
umgekehrt, dass die Information iiber den Impuls p eines Teilchens umso ungenauer sein muss,
je genauer die Information iiber den Ort x dieses Teilchens ist. D.h. also, dass die Genauigkeit
Ax der Information des Ortes indirekt proportional zur Genauigkeit Ap der Information des
Impulses ist oder?

h
AzAp>h/2 (b= ~1,055- 107347 s) (2.3)
T

mit % als universeller Konstanten. Der Ubergang von der Quantenmechanik in die klassische
Mechanik ergibt sich durch die Vereinfachung AzAp = 0. D.h. die Quantenmechanik stellt
eine Verallgemeinerung der klassischen Mechanik dar.

3Hiufig ist durch Randbedingungen bekannt, in welchem Bereich die Ergebnisse unerlaubt sind.
AxzAp ist nicht gleich einer universellen Konstanten %/2, sondern grifler-gleich, weil Az und Ap in der
Praxis oft noch wesentlich ungenauer ermittelt werden kénnen als in der Theorie.
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2.4 Modell von Dirac

Wie bereits in Abschnitt 2.1 erwihnt wechselwirken Zusténde in einer Superposition mitein-
ander. P. A. M. DirRAC [1] hat nun ein #uflerst erfolgreiches und sehr interessantes mathe-
matisches Modell entwickelt, um diese Wechselwirkungen zu beschreiben. Auf dieses Modell
soll hier nur kurz eingegangen werden.

Ein Zustand wird durch einen Vektor im HILBERT-Raum, d.h. in einem Raum mit unend-
lich vielen Dimensionen, dargestellt. Diese Vektoren nannte DIRAC Kets® und bezeichnete sie
mit z.B. | Z). Alle Eigenschaften eines Zustands, nach denen wir fragen diirfen, miissen im Ket
enthalten sein.® Nun gibt es zu allen Vektoren sogenannte duale Vektoren. DIRAC nannte die
zu den Kets dualen Vektoren Bras und bezeichnete sie mit z.B. (Z|. Bras kénnen als eine Art
Gegenteil von Kets betrachtet werden. Observablen werden im DIRAC Modell durch lineare
Operatoren ausgedriickt. In dem Fall

alZ) = a|Z), (2.4)

wobei |Z) einen Ket, « einen linearen Operator und a eine Zahl darstellt, steht der lineare
Operator « lediglich fiir eine Multiplikation mit der Zahl a. Wenn man sich nun die Kets wieder
als Vektoren vorstellt, dndert « lediglich den Betrag bzw. die Lénge des Kets |Z), nicht aber
die Richtung. Wenn Gleichung (2.4) zutrifft, wird a Figenwert des linearen Operators « bzw.
der zu o gehorigen Observablen genannt. |Z) wird in diesem Fall als Figenket und (Z| als
FEigenbra des linearen Operators bzw. der Observablen bezeichnet. Die zum Eigenket | Z) bzw.
zum Eigenbra (Z| gehorige Wellenfunktion wird Eigenfunktion genannt. Der zu |Z) bzw. (Z]
gehorige Zustand ist ein Eigenzustand, vgl. Abschnitt 2.1.

DirRAC hat nun einige ,,Rechenregeln® hergeleitet und definiert, mit denen sich das in
Experimenten beobachtete Wechselwirken mehrerer Zusténde bzw. Kets und Bras sehr gut
beschreiben ldsst. Diese Rechenregeln stellen die Basis des DIRAC Modells dar, fiir dessen
ausfithrliche Beschreibung auf [1] verwiesen sei.

3 Losen der Schrodinger-Gleichung

3.1 Eindimensionaler zeitunabhingiger Fall

Um die Bewegung von Teilchen in der Quantenmechanik darzustellen, muss die Wellen-
funktion v (z) berechnet werden. ERWIN SCHRODINGER schlug 1926 die nach ihm benannte
SCHRODINGER-Gleichung vor. Im eindimensionalen zeitunabhéngigen Fall lautet sie

2 2
(—2’; i v<x>) U(w) = B(a), (31)
H

wobei m die Teilchenmasse und V' (z) das Potential darstellt. Der zur Gesamtenergie E gehori-
ge lineare Operator wird mit H bezeichnet und in Analogie zur klassischen Mechanik haufig
auch HAMILTON-Operator genannt.

Im Grunde ist die SCHRODINGER-Gleichung lediglich ein ,,Rezept®, mit dem sich durch
Experimente beobachtete Vorgénge sehr erfolgreich beschreiben lassen. Das Rezept sagt aus,
dass die Gesamtenergie F immer gleich der Summe der kinetischen Energie % und der poten-
tiellen Energie V(x) sein muss — es ist also das quantenmechanische Analogon zum Energie-
erhaltungssatz der klassischen Mechanik. Zwar ldsst sich dieses Rezept aus den Gesetzen der

®Die Namen Bra und Ket entstanden aus engl. bracket (Klammer).
5Vgl. Definition von Zustand, siche Abschnitt 2.1.
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klassischen Wellenoptik erahnen”. Jedoch lisst es sich — gleichsam dem Energieerhaltungssatz
der klassischen Mechanik — nicht vollstédndig herleiten.

Weil sich Gleichung (3.1) lediglich fiir ein paar wenige spezielle Potentiale V' (x) analytisch
16sen lésst, wird im folgenden hauptséichlich auf numerische Losungsmethoden eingegangen
werden, die die SCHRODINGER-Gleichung fiir beliebige Potentiale V' (z) 16sen kénnen.

3.1.1 Numerov-Algorithmus

Die eindimensionale stationidre SCHRODINGER-Gleichung (3.1) liee sich ohne groflen Aufwand
einfach mit der RUNGE-KUTTA-Methode 16sen.® Ein jedoch besonders auf die SCHRODIN-
GER-Gleichung abgestimmtes numerisches Verfahren stellt der sogenannte NUMEROV- oder
Fox-GoobwiN-Algorithmus dar, der sich durch sehr gute Genauigkeit und dennoch &uflerst
hohe Effizienz auszeichnet. Auf Grund dieser Vorteile wurde in dem Programm dieser NU-
MEROV-Algorithmus zur Losung der SCHRODINGER-Gleichung verwendet. Er kann wie folgt
hergeleitet werden.

Es soll eine zweigliedrige Iteration bzw. Rekursion gefunden werden, die ausgehend von
zwei Startwerten ¢ (x — h) und ¢ (z) alle weiteren Werte ¢ (x + h) der gesuchten Funktion
liefert.” Um die Normierungsbedingung (2.2) zu erfiillen, muss die Wellenfunktion v (x) bei
x — +oo asymptotisch auf 0 zulaufen. Dies wird sicher gestellt, indem das vom Benutzer zu
bestimmende Potential in einen unendlich hohen Potentialkasten gesetzt wird. Die am Rand
des Ausgabefensters befindlichen Rénder des Potentialkastens seien an den Punkten x = —z,
und x = z,. In diesen Punkten lduft ¢)(z) asymptotisch auf 0 zu, weil V(£z,) — oo. Da-
durch erhalten wir bereits den ersten benotigten Startwert ¢(£x,) = 0. Der zweite Startwert
(£x, F h) ist beliebig auf Grund der am Ende der Berechnung durchgefiithrten Normalisie-
rung der Wellenfunktion () bzw. Wahrscheinlichkeitsfunktion [¢()|?. Um nun die gesuchte
Rekursion zu erhalten, wird zunéchst die SCHRODINGER-Gleichung (3.1) umgeformt zu

2m

=0 (E —V(z) ) (3.2)

wobei ¢”(z) die zweite Ableitung von ¢ (z) darstellt. Nun wird die Wellenfunktion ¢ (z + h)
mit h als Schrittweite in der Umgebung von x in eine Taylor-Reihe nach h entwickelt:

(@) + Flapb(@) =0  mit F(a)

h? h3 R4
Pa+h) = o)+ b () + (@) + @) + )+
h3

" h4 n
@)+ (@)

h2
wa—h) = la) - @)+ (@) -
Fiir die Summe ¢ (x + h) + ¥ (x — h) ergibt sich

4
Y(x+h)+(x—h)=2¢(z) + h21//’($) + %1/)////(56) + O(hﬁ)
und somit
4
(@ +h) = =@ — h) + 2)(x) + h*¢" (z) + %w’”’(x) +O(h°). (3-3)

Auffillig ist hierbei, dass die Terme mit ¢’(z) und ¢"'(x) wegfallen. Da 9" (z) aus Gleichung
(3.2) bekannt ist, muss nur noch ein Ausdruck fiir /""" (x) gefunden werden. Gleichung (3.3)

liefert
T + — x) + X — 2
w//( ) P( h) 21/}1(2 )+ ( h) }1L2w////( ) O(h4). (3.4)

"Fiir derartige Wege zur ErschlieBung der SCHRODINGER-Gleichung sei auf nahezu alle Lehrbiicher der
Quantenmechanik verwiesen, z.B. [6] S. 15f.

8In einer fritheren Version des Programms wurde die SCHRODINGER-Gleichung (3.1) mit der RUNGE-KUTTA-
Methode 5. Ordnung gelost. Die Ausgaben waren aber die Genauigkeit betreffend leider nicht zufriedenstellend.

9h ist hier nicht das PLANCKsche Wirkungsquantuum, sondern die Schrittweite.
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Durch die Zweipunkte-Differenzformel fiir die zweite Ableitung!'® ergibt sich

Yz +h) —2¢(x) + Pz — h)

V() = L +O0) (35)
Da in Gleichung (3.3) der Term mit ¢"”(z) einen Faktor h* enthilt, erhilt man mit Glei-
chung (3.5), deren Fehlerordnung h? ist, insgesamt einen Fehler von der Ordnung h®, was die
vorherige Fehlerordnung nicht verschlechtert. Aus den Gleichungen (3.2) und (3.5) folgt

d2

mn Y
W) = (- Fla)u@)
F h h) —2F F(x—h —h
_ Pt ) =2 =R o (s

Durch Einsetzen der erhaltenen Ergebnisse in Gleichung (3.3) ergibt sich die zweigliedrige
Iteration bzw. Rekursion

2 2
Y(@)[2 = %5 F(2)] — (@ — h)[1 + 5 F(x — h)]
14 2 F(z+ h)
Diese Formel lésst sich nun als Rekursion (Wiederaufruf) oder Iteration (Schleife) reali-

sieren. Wegen der wesentlich héheren Effizienz einer Iteration gegeniiber einer Rekursion wird
in dem Programm eine Iteration verwendet.

Yl +h) =

(3.7)

3.1.2 Numerische Bestimmung der Eigenwerte

Wir haben jetzt also mit dem NUMEROV-Algorithmus einen Algorithmus gefunden, der es
ermoglicht, die Wellenfunktion v (x) fiir eine beliebige Energie E und ein beliebiges Po-
tential V' (z) zu bestimmen. Die erhaltene Wellenfunktion (x) geniigt der Randbedingung
Y(+x,) = 0 jedoch meistens nur zur Hélfte. Je nach Wahl der Startwerte geht entweder
Y(—x,) oder ¥(x,) gegen £oo. Die Wellenfunktion ¢(x) geniigt nur dann vollstindig der
Randbedingung 1 (%z,) = 0, wenn es sich bei der gewéhlten Energie E um einen Eigenwert
FE,, der Energie handelt. Das Problem, diese FEigenwerte zu finden, wird in der Literatur als
»Two Point Boundary Value Problem“ bezeichnet. Wegen der hohen Geschwindigkeit des
NUMEROV-Algorithmus eignet sich fiir das Auffinden der Energie-Eigenwerte der SCHRODIN-
GER-Gleichung besonders die Shooting-Methode!.

Die Funktionsweise der Shooting-Methode ist wie folgt. Wenn die Startwerte an der unte-
ren Grenze der Wellenfunktion gewihlt wurden, also ¢(—z,) = 0 und ¥ (—x, + h) = beliebig,
muss die Energie E so lange ,ausprobiert® werden, d.h. es miissen so viele ,,Probeschiisse*
abgefeuert werden, bis ¢(x) fiir grofe = asymptotisch gegen 0 geht. Bei einem Fehlschuss
verschwindet 1 (x) fiir groffe  nach +o0o0 oder —co. Betrachtet man nun (z) fiir grole = bei
verschiedenen Energien F, so fillt auf, dass um einen Energie-Eigenwert E,, ein Vorzeichen-
wechsel in ¢ (x) fiir grofle = auftritt. Da dieser Vorzeichenwechsel gleichzeitig eine Verdnderung
der Knotenzahl n von ¢ (x) bedeutet, ldsst sich durch Abzéhlen der Vorzeichenwechsel in ¢ (z)
zu jedem Versuchswert F die Knotenzahl n feststellen. Nach dem sogenannten Knotensatz
steigt nun mit der Anzahl der Knoten der Wellenfunktion v (z) die Energie E. Jede Eigenfunk-
tion 1, (x) besitzt genau einen Knoten mehr als ihre vorhergehende Eigenfunktion ,,_1(z).
Demnach muss zuniichst nach zwei Energie-Werten E gesucht!? werden, deren Knotenzahlen
sich um genau 1 unterscheiden. Zwischen diesen beiden Energie-Werten befindet sich jetzt ge-
nau ein Energie-Eigenwert FE,,, der durch das Bisektionsverfahren beliebig genau angenéhert
werden kann. Durch wiederholtes Anwenden dieser Methode lassen sich alle gewiinschten
Energie-Eigenwerte FE,, finden.

10Gjehe zum Beispiel STOCKER, HORST: Taschenbuch mathematischer Formeln und moderner Verfahren.
Frankfurt am Main, 1992. S. 433.

HSiche z.B. [4] S. 757fE.

12Beispielsweise mit dem Bisektionsverfahren.
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3.1.3 Freies Teilchen

Um die Ausgaben des NUMEROV-Algorithmus und der Shooting-Methode priifen zu kénnen,
soll hier auf den Spezialfall des freien Teilchens eingegangen werden, weil hier Wellenfunktio-
nen und Energieeigenwerte analytisch 16sbar sind.
Fiir ein freies Teilchen lautet das Potential V' (z) = 0 fiir alle . Aus Gleichung (3.1) ergibt
sich
h? d?
—5 V(@) = Ev(). (3.8)

Die Gesamtenergie F wird zu

p2

m
wobei m die Masse und p den Impuls des Teilchens darstellt. Unter Annahme von p = hk in
allen Punkten z erhilt man mit k& als Wellenzahl

W2k
E= T (3.9)
Aus Gleichung (3.8) folgt somit
d? 9
V(@) + K*(z) =0. (3.10)

Die Losungen dieser Gleichung sind e*** und e~"**. Beachtenswerterweise erfiillen diese Losun-

gen nicht die Normierungsbedingung (2.2), weil

(@) = 0" (@)d(a) = e *7 - e = 1 (3.11)

fiir alle x gilt. Die Wahrscheinlichkeit, dass sich das Teilchen im Punkt x befindet, ist fiir alle
x gleich, ndmlich 1. D.h. der Ort des Teilchens ist v6llig unbestimmt, also Az — co. Wegen
der HEISENBERGschen Unschérferelation (2.3) muss der Impuls p nun exakt bestimmbar sein,
also Ap — 0. Dies stimmt mit der in Gleichung (3.9) gemachten Bedingung p = hik iiberein.

Dennoch gibt es einige Moglichkeiten, die Normierungsbedingung (2.2) trotz Gleichung
(3.11) zu erfiillen. Eine Losungsmoglichkeit des Problems ist die von DIRAC in [1] S. 58ff.
eingefiihrte d-Funktion:

J da)de =1 (3.12)

d5(z) = 0 fiirxz#0.

Da die 6-Funktion jedoch keine wirkliche mathematische Funktion ist'3, ist es nicht abwegig
auf eine andere Losung des Problems (3.11) zuriickzugreifen. Um der Normierungsbedingung
(2.2) zu geniigen, wird eine Linearkombination der beiden Losungen €% und e~ gebildet:

Y(z) = Ae*® 4 Be ke (3.13)

wobei A und B aus den jeweiligen Randbedingungen bestimmt werden miissen. Damit nun
in den Programmen immer bestimmte Randbedingungen vorhanden sind, wird das vom Be-
nutzer zu bestimmende Potential in ein hohes umgebendes dufleres Potential, also in einen
Potentialkasten, gesetzt. Folglich ist das Teilchen jetzt nicht mehr véllig, sondern nur noch in
einem bestimmten Bereich frei. Auf Grund des angesprochenen Problems Az — oo bei einem
vollig freien Teilchen, ist diese Einschrankung jedoch unumggnglich'®.

13Bei einer Funktion muss jedem z-Wert ein bestimmter y-Wert zugeordnet sein.
14Beim NUMEROV-Algorithmus, sieche Abschnitt 3.1.1, war diese Einschrinkung ebenfalls erforderlich.
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3.1.4 Teilchen im Potentialkasten

Wenn man das freie Teilchen in ein Potential mit zwel unendlich hohen Wanden an den
Raéandern setzt, d.h.

V(z) =

F ) < g <
{0 firo<z<a (3.14)

oo sonst,

lassen sich aus der Randbedingung ¢(0) = ¢(a) = 0 die Koeffizienten A und B in Gleichung

(3.13) bestimmen. Die normierte Wellenfunktion 1),,(x) lautet dann'®
2 . nmw
Un(x) = \/;sm — (n=1,2,3,...). (3.15)

Diese Losung ist mit der Ausgabe des NUMEROV-Algorithmus, siehe Abb. 1, sicherlich gut
vereinbar. Fiir die Gesamtenergie F des Teilchens folgt aus Gleichung (3.9)

Rk n’m?h?

E = By, = —
kin 2m 2ma?

E,. (3.16)

Wegen n = 1, 2, 3, ... erhélt man fiir die Energie F, nur ganz bestimmte Werte Fy, 4F1,
9F;.... Man sagt auch, die Energie ist quantisiert oder diskret'. Diese Quantisierung der
Energie FE lasst sich dadurch erkldren, dass nur bestimmte Werte E,, die SCHRODINGER-
Gleichung

H|E,) = E,|Ey)

erfiillen, so dass Eigenzusténde |E,,) existieren. Wiirde die Zahl bzw. der HAMILTON-Operator
H némlich die Richtung des |E,)-Eigenkets verdndern, so wiirde es sich bei |E,,) nicht mehr
um Eigenzustéinde handeln (vgl. Definition von , Eigenzustand®, Abschnitt 2.1 und 2.4).

3.1.5 Harmonischer Oszillator

Ein Teilchen in einem Potential V' (z) = %k‘mz, d.h. im Potential eines harmonischen Oszil-
lators, stellt auf Grund seiner bedeutenden Rolle in der Molekiilphysik ein sehr wichtiges

Beispiel dar. Aus der SCHRODINGER-Gleichung

h? d?

o S (a) + k() = By(a) (3.17)

ldsst sich mit w = \/%, §=/%zund n = 1,2,3,... die normierte Wellenfunktion v, (z)

herleiten!”.
Un(€) = (12 /m) 2 Hy(€) e €12, (3.18)

wenn H, (&) die Hermite-Polynome n-ten Grades darstellen. Fiir die Energie-Eigenwerte E,,
erhilt man

E, = hw <n + ;) . (3.19)

Wegen n = 1,2,3... sind die E, also dquidistant. Genau selbiges Ergebnis ist auch in Abb.
2 als Ausgabe des NUMEROV-Algorithmus und der Shooting-Methode zu sehen.
Bemerkenswert ist, dass die minimale mogliche Energie Fy, die auch Nullpunktenergie ge-
nannt wird und deren zugehoriger Eigenzustand als Grundzustand bezeichnet wird, nicht wie
im klassischen Fall 0, sondern %hw ist (vgl. Abb. 2). Dieses zunéchst verwirrende Ergebnis

5Die Herleitung befindet sich in nahezu jedem Lehrbuch zur Quantenmechanik, z.B. [2] oder [6].
16Tm Gegensatz hierzu ist die Energie des freien Teilchens (siehe Abschnitt 3.1.3) kontinuierlich.
17 Auch hier befinden sich die Herleitungen in nahezu allen Lehrbiichern zur Quantenmechanik.
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lasst sich mit der HEISENBERGschen Unschérferelation (2.3) begriinden. Die klassische Mini-
malenergie ist 0 und befindet sich an dem Punkt x, an dem sowohl die potentielle Energie V,
als auch die kinetische Energie Ej;, 0 ist. In diesem Punkt z sind also der Ort x (der Punkt
an dem V(z) = 0) und der Impuls p = 0 (wegen Ej;, = 0) gleichzeitig und mit Sicherheit be-
kannt, also Az = Ap = 0. Dies widerspricht jedoch der HEISENBERGschen Unschiérferelation,
denn AzAp > h/2 # 0. Da nur dann von einem Eigenzustand gesprochen wird, wenn dieser
Zustand gegeniiber allen geltenden Gesetzen — also auch gegeniiber der HEISENBERGschen
Unschirferelation — konsistent ist, kann die Energie E = V' (z) = 0 keinen Energie-Eigenwert
darstellen. Hieraus folgt, dass die kleinste messbare Energie, d.h. die Nullpunktenergie, grofler
als 0 sein muss.

Ein weiterer sehr interessanter Effekt ldsst sich an der Wellenfunktion in Abb. 2 festma-
chen. Die Aufenthaltswahrscheinlichkeit |1)(z)|? ist ndmlich auch dann noch von 0 verschieden,
wenn die Gesamtenergie E kleiner ist als die potentielle Energie V' (x). Dieses zunéichst sehr
verbliiffende Ergebnis, das sich nicht mit der klassischen Mechanik vereinen l&sst, wird von
der Wellennatur der SCHRODINGER-Gleichung hervorgerufen. Auf dhnliche Art und Weise
kommt es bei Potentialbarrieren zum sogenannten Tunnel-Effekt, siehe Abschnitt 3.2.3.

3.2 Eindimensionaler zeitabhingiger Fall
3.2.1 Algorithmus

Die Losung der eindimensionalen zeitabhingigen SCHRODINGER-Gleichung ist recht kompli-
ziert. Es soll hier nur ein einfacher Algorithmus beschrieben!'® werden, der von Goldberg, Schey
und Schwartz vorgeschlagen wurde. Die gesuchte Wellenfunktion W(x,t) wird in einem Gitter
dargestellt:

r=je, 3 =0,1,...J,

U(x,t) =0 (3.20)
t=né, n=0,1,...,

J

Gesucht ist nun eine Iteration, mit der ausgehend vom Startverlauf \Ifg-) und vom zeitabhéngi-
gen Potential V/* oder zeitunabhéngigen Potential V; die gesamte Wellenfunktion ¥7 gefunden
werden kann:

L e =242V — %€

0j =2+ 28V, — i 1 fiir j = 2,3,...,.J.

€j—1

2 = -0+ (B 2V 4 2) U U fi =01,

n++
3. =0F und fr=0+ 5 firj=23...J
=

\IJ;L“:%;W firj=J—-2,J—-3,...,1

Da es sich bei der Wellenfunktion W% bzw. ¥(z,t) um eine komplexe Funktion handelt, ist
es sinnvoll {iber die Darstellung einer solchen komplexen Funktion nachzudenken. Eine sehr
interessante Diskussion zu diesem Thema befindet sich in [7] Kapitel 1. Neben der getrennten
Darstellung von Real- und Imaginérteil wird dort v.a. auf eine Methode eingegangen, in wel-
cher jeder Phase einer komplexen Zahl eine bestimmte Farbe zugeordnet wird und gleichzeitig
die Séttigung mit wachsendem Betrag der komplexen Zahl abnimmt, vgl. Abb. 3. Dieser Farb-
code wurde in das Programm implementiert, so dass nun der Betrag |¥(z,t)| der komplexen

18 Fiir eine Herleitung sei auf [5] S. 103ff verwiesen.



3 LOSEN DER SCHRODINGER-GLEICHUNG 10

Wellenfunktion auf die y-Achse angetragen und zusétzlich ein vertikaler Balken mit der Farbe
der jeweiligen Phase von y = 0 nach y = |¥(x,t)| gezeichnet wird.

Die zeitliche Entwicklung der Wellenfunktion W(x,t) wird in dem Programm sowohl als
Animation, in der die Zeit ¢ inkrementiert wird, als auch als zweidimensionale Funktion
U(z,t) in einem dreidimensionalen Koordinatensystem dargestellt. Die Animation dient da-
zu, anschaulich zu zeigen, dass sich die zeitabhéngige Wellenfunktion bewegt und dass sie
auf bestimmte Potentialgegebenheiten sofort reagiert. Die Darstellung der Wellenfunktion in
einem dreidimensionalen Koordinatensystem mit Zeitachse lédsst zusétzlich sehr genaue Un-
tersuchungen des Verhaltens und der Reaktionen der Wellenfunktion zu, da es moglich ist, an
jede beliebige Stelle im zeitlichen Verlauf heranzuzoomen, um den Verlauf der Wellenfunktion
genau zu betrachten.

3.2.2 Potentialkasten

Betrachten wir zunéchst wieder den Potentialkasten, vgl. Abschnitt 3.1.4. Die Anfangswel-
lenfunktion W(x,0) (Abb. 4a) sei ein GauBsches Wellenpaket

r—T 2
U(z,0) = exp [zk‘z - (zbg‘))] : (3.21)

wobei k fiir die Wellenzahl, x( fiir die Anfangsposition und by fiir die Anfangsbreite steht.
Inkrementiert man nun die Zeit t, so ist zu beobachten, dass sich das Wellenpaket mit der
Geschwindigkeit v = hk/m zur Seite bewegt (Abb. 4b und Abb. 4e). Zudem ist an dem
zeitlichen Verlauf ersichtlich, dass sich die Breite des Wellenpakets — wie in den Lehrbiichern
zur Quantenmechanik beschrieben — mit wachsender Zeit vergrofiert (ebenfalls Abb. 4b und
Abb. 4e). Auf Grund der Randbedingung ¥(0,¢) = ¥(a,t) = 0 an den Wénden des Poten-
tialkastens wird das Wellenpaket an den Randpunkten x = 0 und x = a wieder nach innen
reflektiert (Abb. 4c und Abb. 4e). Diese Reflexionen an beiden Wénden fithren zunéchst zu
wilden Interferenzen, bis sich nach einer Zeit T wieder das Anfangswellenpaket (3.21) herstellt
(Abb. 4d). Die wilden Interferenzen des Wellenpakets interferieren also periodisch nach einer
Zeit T destruktiv.!? Bereits zu den Zeitpunkten 7'/2 oder T'/4 sind ebenfalls einfache, d.h.
nicht wild interferierende, Wellenfunktionen zu beobachten.

3.2.3 Potentialbarriere und Tunneleffekt
Trifft ein Wellenpaket (3.21) auf eine Potentialbarriere

V(x) = { o firef<a (3.22)
0 sonst,

so zeigt sich, dass sich das Wellenpaket in einen nach links weiterlaufenden reflektierten und
einen nach rechts weiterlaufenden transmittierten Teil aufspaltet (Abb. 5a und Abb. 5b).
Um nun den Reflexionskoeffizienten R und den Transmissionskoeffizienten D untersuchen zu
konnen, wurde ein kleiner Algorithmus in das Programm implementiert, der es ermoglicht, R
oder D in Abhéngigkeit von beispielsweise Teilchenenergie E, Barrierenhche Vy oder Barrie-
renbreite a auszugeben. In Abb. 5¢ ist die Funktion D(FE, Vj) gezeigt. Wie zu sehen ist, nimmt
der Transmissionskoeffizienten D wie erwartet bei steigender Hohe Vj etwa linear ab, wiahrend
bei steigender Energie der Transmissionskoeflizient D ndherungsweise wie die Wurzelfunktion
zunimmt.

9Fine ausfiihrliche analytische Erklarung dieser Periodizitit befindet sich in [3] S. 146ff.
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Interessant ist nun, dass der Transmissionskoeffizient D selbst dann noch gréfler 0 ist,
wenn das Wellenpaket mit einer Energie £ < Vj auf die Barriere zulduft! D.h. die Wahr-
scheinlichkeit, dass das Teilchen die Barriere bei E < Vj durchqueren kann, ist gréfler 0 —
das Teilchen kann die Potentialbarriere also mit einer von 0 verschiedenen Wahrscheinlichkeit
tunneln. Dieser sogenannte Tunnel-Effekt findet bei der Beschreibung vieler realer Vorgénge,
beispielsweise des a-Zerfalls oder der Kaltemission, Verwendung.?°

3.2.4 Harmonischer Oszillator

Wie an den Abbildungen 6a bis 6¢ zu sehen ist, oszilliert ein Wellenpaket (3.21) im Potential
eines harmonischen Oszillators (vgl. Abschnitt 3.1.5) immer wiederkehrend von links nach
rechts und von rechts nach links. Es zeigt sich also, dass die Bewegung des Teilchens in
diesem Fall der klassischen Bewegung sehr nahe kommt.

Ein interessanter Effekt tritt auf, wenn der Betrag der Anfangswellenfunktion |¥(z,0)]
einer Eigenwellenfunktion ), (x), vgl. Abschnitt 3.1, gleich ist. Dann n#mlich ist zu beob-
achten, dass |U(z,t)| zu jeder Zeit ¢ unverdndert grof ist und sich lediglich die Phase von
U(z,t) dndert! Diese Besonderheit ldsst sich mit Hilfe des DIRAC-Modells, vgl. Abschnitt
2.4, erklaren. Weil die zu v, (x) gehorigen Energie-Eigenwerte E,, alle Eigenwerte des HaA-
MILTON-Operators darstellen, sind die Energiewerte E,, bzw. die Wellenfunktionen 1, (x) alle
Werte, die wir messen konnen. Nehmen wir an, das Teilchen befinde sich zunéchst in einem
beliebigen Zustand, der durch beispielsweise ein Gauflsches Wellenpaket beschrieben wird.
Das Teilchen bzw. dessen Wellenpaket wird sich so lange wie in den Abbildungen 6a bis 6¢
beschrieben bewegen, bis es durch die Storung einer Messung in einen — d.h. in den zum
gemessenen Energie-Eigenwert F,, gehorigen — Eigenzustand |E,) ,,springt“ (Zitat [1] S. 36).
Befindet sich das Teilchen in einem Eigenzustand |E,), so bedeutet das, dass jede Messung
der Energie den zu |E,) gehorigen Eigenwert E,, liefert. Wenn also ein Teilchen auf Grund
einer Messung in einen Eigenzustand |E,,) ,,gesprungen” ist, dann wird jede weitere Messung
immer denselben Energie-Eigenwert E,, liefern. Folglich handelt es sich bei |¥(z,0)| = ¢n ()
um einen kohdrenten Zustand, d.h. bei fortlaufender Zeit ¢ verandert sich lediglich die Phase,
nicht aber der Betrag der Wellenfunktion.

Abb. 1: Potentialkasten (Abschnitt 3.1.4). Oben Potential mit Energie-Eigenwerten, unten
Wellenfunktion.
Abb. 2: Harmonischer Oszillator (Abschnitt 3.1.5). Die Energie-Eigenwerte sind dquidistant,
vgl. Gleichung (3.19).
Abb. 3: Farbcode fiir komplexe Zahlen (Abschnitt 3.2.1).
Abb. 4a: Zeitlicher Verlauf eines Wellenpakets im Potentialkasten (Abschnitt 3.2.2).
Abb. 4b: Das Wellenpaket zerflief3t.
Abb. 4c: Reflexion an den Wénden.
Abb. 4d: Anfangszustand wiederhergestellt.

Abb. 4e: U(z,t) als 3D-Plot. Die Ortsachse verlduft nach rechts, die Zeitachse nach hinten.
Abb. 5a: Wellenpaket im Barrierepotential. Aufspaltung in Reflexion und Transmission.
Abb. 5b: 3D-Plot von ¥(x,t). Die Ortsachse verliuft nach rechts, die Zeitachse nach hinten.
Abb. 5c: Funktion D(E, h).

Abb. 6a: Harmonischer Oszillator. Wellenpaket auf ist auf der linken Seite.

Abb. 6b: Wellenpaket befindet sich rechts. Nun wird das Wellenpaket wieder nach links

laufen, hierauf wieder nach rechts, usw....
Abb. 6¢: 3D-Plot von ¥(x,t). Die Ortsachse verlauft nach rechts, die Zeitachse nach hinten
bzw. oben.

20Giehe beispielsweise [2] S. 98ff.
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3.3 Dreidimensionaler zeitunabhingiger Fall

Die Losung mehrdimensionaler stationédrer Probleme gestaltet sich sehr schwierig. Analytische
Losungen existieren nur fiir Potentiale mit sehr hohen Symmetrieeigenschaften. Fiir rotati-
onssymmetrische Potentiale V(r) = V(r) ldsst sich die SCHRODINGER-Gleichung

2m

<p2 +V (r)) P(r) = E(r) (3.23)
—_—

H

aber recht gut numerisch losen.?! Die Wellenfunktion v (r) setzt sich aus den Kugelfliichen-
funktionen Y;,,(0, ¢), die durch eine Rekursionsformel (vgl. [5] S. 43f) berechnet werden
konnen, und der Radialwellenfunktion wmdn,z (r) zusammen

B(E) = Vin(©, ) et (3.21)

s

Mit der Skalierung %2 = 1 l&sst sich ¢,4q(r) durch Reduktion von (3.23) auf ein eindimensio-
nales Problem wieder mit dem NUMEROV-Algorithmus aus Abschnitt 3.1.1 16sen:

2
o traa(r) + (208 - V() - EED

F(r)

) raar) =0 (3.25)

Auf die Ausgaben dieser Methode kann auf Grund von Schwierigkeiten bei der Implemen-
tierung zum jetzigen Zeitpunkt leider noch nicht eingegangen werden. Bis Mitte Mai sollte
eine Behebung des Problems jedoch gut moglich sein.

4 Implementierung

In diesem Abschnitt soll nun auf die konkrete Implementierung der in Abschnitt 3 bespro-
chenen Verfahren eingegangen werden.

4.1 Wahl der Programmiersprache

Die Programme wurden in der Programmiersprache Java, die mit C++ die zur Zeit weltweit
am weitesten verbreitete Programmiersprache ist, realisiert. Es ist der Trend zu beobachten,
dass immer mehr Menschen Java lernen und dass Java C++ als am hiufigsten verwendete
Programmiersprache woméglich bald ablésen wird?2. Die wichtigsten Vorteile von Java sind:

e Die Sprache ist duflerst objektorientiert aufgebaut. Der Compiler ,,zwingt* den Entwick-
ler nahezu zu objektorientierter Programmierung. Objektorientierte Programmierung
hat sich in den letzten Jahren als duflerst erfolgreich erwiesen.

e Die Programme sind plattformunabhéngig.

e Es kann auf eine sehr umfangreiche Klassenbibliothek zuriickgegriffen werden, die auf
jedem System, auf dem Java installiert ist, verfiigbar ist.

e Es lassen sich ohne allzu groflien Aufwand anspruchsvolle interaktive grafische Benutze-
roberflichen erstellen.

Konkret wurden sogenannte Java Applets programmiert, deren wichtigster Vorteil darin be-
steht, dass sie direkt in Webseiten integriert werden konnen, wodurch eine Installation entféllt.

2'Fine genaue Beschreibung befindet sich in [5] S. 50fF.
22Manche behaupten, dies sei schon heute der Fall.
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4.2 Verwendete Pakete

Um die Programmierung der Applets zu verkiirzen, wurde auf einige Pakete zuriickgegriffen.
So werden die Ausgaben dreidimensionaler Funktionen, welche ja in den Abschnitten 3.2 und
3.3 benotigt werden, von den Paketen Java3D?® und VisAD?* {ibernommmen. Diese inzwi-
schen recht weit entwickelten Pakete zeichnen sich v.a. durch Plattformunabhingigkeit und
durch sehr hohe Flexibilitéit aus. So kénnen die dreidimensionalen Ausgaben in Echtzeit vom
Benutzer berechnet werden. Sehr niitzlich ist auch, dass Zoomen, Drehen und Verschieben
(jeweils direkt mit der Maus) automatisch unterstiitzt wird. Die Abbildungen 4e, 5b und 6¢
stellen einige von Java3D und VisAD erzeugten Beispiele dar.

Zusétzlich wird ein Paket zum Rechnen mit komplexen Zahlen fiir die in den Abschnitten
3.2.1 und 3.3%° beschriebenen Algorithmen benétigt. Hierzu wurde auf das Paket JavaSci?®
zuriickgegriffen, weil es eine sehr umfangreiche Auswahl an weiteren mathematischen Hilfs-
mitteln enthélt, die evtl. fiir eine Weiterentwicklung des Projektes notwendig sein kénnten.

4.3 Parametereingabe und Benutzerfithrung

Bei der Implementierung der Programme wurde auf sehr hohe Flexibilitdt Wert gelegt, d.h.
nahezu alle fiir die Berechnungen bendtigten Parameter sind vom Anwender in Echtzeit re-
gelbar. Damit das Programm dennoch nicht uniibersichtlich wird, wurde es in eine eine sehr
anwenderfreundliche grafische Benutzeroberfliche von Paul Falstad mit dessen freundlicher
Genehmigung eingebettet. Die Parameter lassen sich somit mit Schiebereglern, Eingabefel-
dern oder Drop-Down-Listen steuern. Zusétzlich kénnen viele Parameter direkt in der Anzei-
gefliche des Programms mit der Maus — z.B. durch Ziehen oder Klicken — bestimmt werden.

Fiir das Programm ist v.a. auch ein didaktischer Nutzen angedacht. Hilfetexte sollen nicht
wie meist iiblich ausschliellich in separaten Fenstern oder Dateien abrufbar sein, sondern sie
sollen vielmehr direkt wiahrend des Ausfithrens des Programms angezeigt werden. Hierbei wird
nicht eine grofie Menge Text auf ein Mal angezeigt, sondern es werden Textabschnitte aus nur
wenigen Zeilen durchlaufen. Diese kleinen Textstiicke sollen den Anwender Schritt fiir Schritt
durch das Programm fiihren und die physikalischen Hintergriinde an den Kenntnisstand des
Anwenders angepasst erlautern. Sehr viel Wert soll dabei auf eine hohe Interaktivitiat gelegt
werden, beispielsweise durch eine grofle Auswahl an verschiedenen Touren, die gewihlt werden
konnen, oder durch ausfiihrliche Anleitungen, mit welchen der Benutzer verschiedene Situa-
tionen und Effekte selbst ,zusammenbauen® kann. Um so beispielsweise zu zeigen, dass ein
Teil eines Wellenpakets mit E < Vj (vgl. Abschnitt 3.2.3) die Potentialbarriere iiberwinden
kann, wird der Anwender, z.B. ein Schiiler, nicht einfach vor einen statischen Ausdruck des
Transmissionskoeffizienten gesetzt, sondern ihm wird eine step-by-step Anleitung angeboten,
nach der er die Potentialbarriere selbst zeichnen kann, das Wellenpaket selbst bestimmen und
auf die Barriere losschicken kann und die Bewegung seines Wellenpakets auf seine Potential-
barriere selbst beobachten kann.

5 Entwicklungsstatus und Download

Entwicklungsstatus

Zum jetzigen Zeitpunkt, d.h. Mitte April 2003, sind die in den obigen Abschnitten beschrie-
benen Programme erst als Beta-Versionen realisiert. In den néchsten Wochen sollen die Pro-

233UN MICROSYSTEMS, INC.: Java3D. http://java.sun.com/products/java-media/3D/.

2YHIBBARD, BILL ET AL.: VisAD Java component library for interactive analysis and visualization of nume-
rical data. http://www.ssec.wisc.edu/ billh/visad.html

#Die Komplexitit wird hier von den Kugelflichenfunktionen Yi,., (0, ¢), siche [5] S. 41ff., verursacht.

26HALE, MARK ET AL.: JavaSci — A science API for Java. http://jsci.sourceforge.net/.
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gramme aber so schnell wie moglich fertiggestellt werden.

Download

Die Programme koénnen von der Internetseite http://javapsi.sourceforge.net/ herun-
tergeladen werden. Diese Seite enthilt auflerdem noch weitere Informationen zum aktuellen
Entwicklungsstatus, sowie eventuell Screenshots der aktuellsten Versionen.

6 Ausblick

Zur Zeit konzentriert sich die Arbeit darauf, die in Abschnitt 3 beschriebenen Verfahren
vollsténdig in Java Applets zu verwirklichen. Spéter wére es beispielsweise moglich, verschie-
dene Ansitze zur physikalischen Funktionsweise eines Quantencomputers?’ mit Java Applets
zu visualisieren. Zwar existieren schon Programme, die Quantencomputer simulieren, aber
Programme, die Quantencomputer visualisieren, finden sich kaum. Wihrend Simulationen von
Quantencomputern dem Testen von Algorithmen fiir Quantencomputer dienen, lieffe sich mit
Visualisierungen von Quantencomputern unter Umsténden die physikalische Funktionsweise
optimieren. Genau hierin liegt die Herausforderung, denn Algorithmen fiir Quantencomputer
existieren schon seit geraumer Zeit — die praktische Verwirklichung eines Quantencomputers
steckt jedoch noch in den Kinderschuhen.

Eine weiterer Gedanke ist, das in Abschnitt 2.4 vorgestellte DIRAC-Modell zu visualisieren.
Eine derartige Veranschaulichung am Computer existiert meines Wissens noch nicht. Das
grofite Problem bei der Darstellung des DIRAC-Modells stellt wahrscheinlich der HILBERT-
Raum dar, den man sich ja nicht vorstellen kann. Trotzdem wére es sicher sehr interessant,
Moglichkeiten zu finden, mit denen das DIRAC-Modell visualisiert werden konnte.

Langfristig ist auch eine Behandlung von Mehrteilchensystemen denkbar. Mit statistischen
Hilfsmitteln lassen sich Wechselwirkungen zwischen mehreren Teilchen ndmlich recht gut am
Computer simulieren.
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